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Considérons m cuantités indéfinies z, ,...,2, et

leurs fonctions symétriques élémcntaircs

a

1 =2%,= 2.+ Zote..+Dg;

i

2z1 Z,= %, Zz"' Z, 2 +...+Z1 zm+zzzg+...+

2 3

+Z 0, oD}
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(1) a,=32,2,2,;
® 8 @0 06 e b 060 aas oo e e eSS
By = 2% BpesoBmy S0y BgevvBmoy TaootByByeeey,
8p=%, %, «++Bm

Ces sommeés sont composées respectivement: de

my i m , :

(1) :(5),... (") termes. Posons ap= 0 pour h>m.

Considérons en outre les sommes

k k
7 1 m
22y ey

ou les.exposants ddsignent des enticrs 2 O, dont on
obtient tous les termes en »ermutant les m expo-
sants k, ...k%, de toutecs les moniéres possibles.
Jtappelle une teilc sorme une somie sSimple. Le

by

nombre des tormes de cette somme cst Sgal &
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si lc systime formé par les exposants contient J
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nombres e¢gaux, j, noabros Cgoux difiérents des

P

nombres déja mentionnés, j, nowbres égaux aiffé-
rents des j+ j, nombres ddjd mentionnés,.... fi-
nalcaent j! nonbres égaux diffdrents Ces  jl+...
e..+ j., nombres déja mentionnés, de tclle manilre
qu'on ait j!+...+ j, = n. Par cxemplc pour m = 4

: 5 3
la somme simple 2 z. 1z,

. . 24
z,7, st couposee de T =
= 6 ternes.
A
JC moserail {k1,..v,kp, ot r désignc un nombre
naturel £ m ¢t ol les noubres k,,...,k,. sont en-

ticrs et positifs, égale & le sorme simple
Ky - kr e o
D%, eeeBy By eeeBh e
m! .
j‘!! "'ju! (m—I‘)!
termes, si lc sys . tme formé par les exposants Dosi-

Cette somme est composée dec

-

tifs 2, ,...,k, contient j, nombres dgaux, j, noi-
bres: fgaux différents des j, nombres daéjd mention-
nés .... finalement j, +...+ j, nombres égaux diffé-
rents des j, +...+j,., nombres déja mcntionnés de
tclle manitre qu'on ait j, +...+j, =r.

Une sommc simple cst une fonction entilre ration=-
ncllce symétrique Gc 2, 4...452Z, 6 Deut denc &tre
éerite comme une fonction entidre rationnellc de

B, 90009y Par cxcmple

(2) : {2l = aj -2a,
(3) {4,2} =aj a} -2a} a,-2a] +4a,a,a,+22] a, -

3
-3a) +22,8,-6a,a; +6a,

et
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(4) izflz} - 4y =287 —4a 2,4 .
Introduisons l'opérateur différenticl

(fe . m m
WHHVRJ:’ L .!2...§i Bk, - v

Jib e Jut Meeky spske

r
a/ur_-kr

Dq“(..aaur

ol k,,...,k, sont des entiers positifs, tous £ m
OU J, ge-asd, ont la signification indigude ci-des-
sus et ou a,=1. Cet opérateur pecut &tre appliqué

a4 chaque fonction entitre ratiomnelle de 2, y... 840
Si au moins un des enticrs kK,,...,Kk, est supéri-
eur & m, on conviendre que l'opérateur

e, yo.ykyjest 1topérateur nul, c'est-2-dire 1'opé-
rateur qui rend indentiquement nulle touuc fonetion
entidre rationnelle de 2a,,...,2,. .

L'opérateur [k, ,...,k.) peut &tre appliqué, non
seulecment aux fonctions rationnelles de a, ,..., ap,
meis méme aux fonctions rationnelles contenant
B, geee3dy €t des sowzies simples. Dans ce cas chaque
soume simple doit &tec remplacée d'cbord par la
fonction entidre rationnelle de 2 ,...,a,, gui lui
est égale pour toutes les valcurs de m. Par excmple
{4,2} doit 8tre rcuplacde par le membre de Croite
de (3). Si m est inférieur & 6, cetbe somme simple

4,2} cst aussi ég.lc 2 L .

"
4

a2 3 3 - N 502 2 ~ A
aja;-2aja,-22;+ 42, a,8,+ 2ajg,- 3a;+ 22,8, - ba, ag
Y

ol lec terme Sg, menque, mois méme dens cec cas on ne
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doit pams remplacer {4,2} par cette expression, par-
cequ'elle ne représente pas lz somme {4,2} pour

toutes les valeurs de m, puisqu'il y manque le ter-

me 6a,.Par exemple
[1]{2}:[1] (af—2a2)=2a,—2a1=0.
Les opérateurs suivants sont les plus laportantss

[ oa=0l= 2 > o, 2 ;

( ) - 1 m m az
5 A= U?ﬂ . o1 Z Zaj.u-1 ay_4 2a a
° ALz ¥=1 vlu S AY

i 14]

m
\ 4=[1,1= 4 2= 2= = 2w, a0

A= Y=1 ]33 1
7 3

etec.

Ces opérateurs interviennent dans le théoreéme
-suivant.
Théoréme 1

L'opérateur A, ,appliqué 3 une soume simple
(k,,...,k,) la rcnd identiquement nulle si k ne
figure pas dans le systéme des exposants de la somme
simple. Si k figure dans ce systéme on obtient le
résultat en remplagant dans la so.me simple r par
r-1 et en supprimant un nombre k dans le'systéme des
exposants '). /'A1{4,2}= 03
Par exemple i\A4{4,2}=‘{2};

A, {4,4,4,3,2)=14,4,3,2} .

') On trouve le cas particulier k=1 de ce théordme
dans J.G.v.d.Corput, Symmetrische functies,
Christi..n Tuygens 18 (1940), . 251-277.
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A cause de ce théoréme j'appelle A, 1l'onérateur
susorimant k (en anglais: the k-canceling overatvor:
en hollandais: de k-schrapper).
Fn outre nous démontrerons le théoreme suivant.
d'isomorphie:

Théoréme 2.

Soit donnée une identité entiére rationnelle con-
tenant les nombres a, ,2,,...,8y €T des sommnes sim-
ples. Cette identité reste valable si l'on remplace
les nombres a,,...,8, par les opér ateurs Al,...,Aml
et en outre chague somze siumple {k1,‘.-,kr} par
1'opérateur correspondant [k ,...,K.] «

Par exemple il suit de (2), (3) et (4) que

[2] = Ai" 2R,
[4,2)= A2A2— 2A% A — 283+ 4A A A+ 247 A, - 3A) +
(5) + 2A,A,— 6A A+ 6A, et

[2]12]-[a] = 2a)- 44, A, + 4A,.

Tes formules (1) entrainent (5).
- Supposons- que kK, y...,K,, 1,,...,1; soient des
entiers positifs tel qu'on ait k, +...+k.= 1, +...+1¢
On a
(6) [k yooonk] a8 ..-a= 1,
si r=t et si les systémes (K,,-..,kp) et (1,,.-.,1¢)
sont les mémes, peut-&tre 3 1l'ordre preés. Dans tous
les autres cas le résultat s'annule. En effet, le
nenbre de gauche de (6) est ézal a o
m m r

RTINSy, Ji-r REE

3. Ju‘: A=K, A=Ky aafq...Qci.,u,,
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I1 suffit de considérer dans cette somne les termes
dans lesquels 1le systéme (,y--.,«.) est un sys-
téme partiel du systéme (1,,...,1.), puisque les
autres termes s'annmlent. En vertu de

(8) 2K, 5005 42K, 5 hyFe bt 2k +0 ok =
=1, 4.0+ 1,

on trouve que dans tous ces termes les systemss
(lygeeeyny) et (1, ,...,1,) sont les mémes peut-
8tre a 1l'ordre prés. On obtient donc

ALyt eee tag= Lo+l oHl =k + Ll HK

d'ol il suit & cause de (8) que
A=K g e ooy un=k
Ainsi on trouve que tous les termes figurant dans
la soume (7) s'annulent, si les sysitémes {(k,,...,k.)
et (1,,...,1;) ne sont vas les mBmes. Si ces deux
systémes sont les mémes, on a
3 8, seeBy,

(9) k s v k e e = = 1 s

[1’ d ]%’ g 1t Jyp v eeedy: a%..@a
Le dernier facteur peut &tre écrit comme un prodult

de u facteurs, dont chacun a la forme
N

olay )
J

dai

si k figure exactenent j fois dans le systéme

(k,4...,k,.). Par conséquent le membre de droite de
(9) est égal a

— 4
s Ja



- = 1,
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Le résultat, ainsi démontré, nous montre encore

c. g o 0

plus. Toute somme simple {k{,.o.,kr}peut 8tre -
Scrite comme une somme de termes de la forme
SOREEL ot 1 +...+1, =k +...+k, et ol c dé~ .
signe une constante. Je dis qgue le coefficient e
est égal 2 [11,...lt}l{k,,...,kr . Car 1l'opérateur

[11,...,lt], appliqué & la somme simple {k1,...kr ,
donne la contribution c a causc du terme ca&... %
tandis que la contribution des autres termes cst
{gale & zéro. _ '

Sik,s...5kK, 1,40..51; sont des entiers posi-
. tifs tels qu'on alt k +...+k,= 1 +...+l;, en a 1la

loi commutative

[k,,...;kp]{l,,...,l;}:[;1,...,1¢]{kt,.ﬂ.,kr}.

Autrement dit *): si 1'on écrit les sommes simples
fk, y..o ko pet {l‘;..l;lt} comiie fonctions ration-
nelles symétriques de a,, a,,... le cocfficient de

. ) Cette remarque a été faite déja par Cayley. Cf
G.Salmon, lfodern higher algcbra 4leme
1885, p. 3563

J.G.v.d.Corput, Christiaan Huygens 18 (1911) 257.
Ce livre dc Saimoﬂaconfient lcs tables des fonc-

tions synétriquds de digré £10, ‘Cerites comme

Sdition,

fonctions cntitres rationnelles de a , 2,,-.-
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aji... ah:dans le dévelonpenent de (XK, ,...,%.] est
égal au coefficient de ak,... ay, dans le dévelop-—
pement de {1,,...,1¢}.

Pour la démonstration de cette loi j'introduis
non seulement les guantités indéfinies z,,...,3,,
mais aussi de houvelles quantités indéfinies
W, ye.eyW, et je pose

-1
(W-w, )enn(W=wy) = W =b,W =u..t bp

Alors on a

/7’/7(1 z/..(wy)" Z /a/7_/7(— “Wy)

=1 =1

m n-1
=// (1__b12/“+-"~ + o Z/“
L=

] .
Le membre de droite peut &tre écrit corme une fonc-
tion entiére rationnelle de b,,...,b, et dans ce

polynome le coefficient de (=)%* = +¥kry

k1 ..-bkr
est égal a4 la somme simpnle

{i, ... K p )= ZaL. ce3y S Y {151 yeeesKntb.

Ainsi on trouve

[T 70mm)=Z (™ ety b [ 1k R

r=1 =1

Y ) - P
ou la somme est étendue aux systémes formés par les

entiers vositifs k, ,...,k

, PRI s y avec

r?

.k1+¢ 00+kr - 11 '!'0 . .+lt?



Fn échangeant les systdues 2, ,...,2, €%
W, 4e..,W, oOn trouve la loi commutative. Aprés: ces
remarques préliminaires il est facile de démontrer
le théoreme 1. Cc théorime est évident dans le cas
particulier r=1 et k =1, puisqu'alors on a

{k,...k}= {1} =23,= a,
et
Aa = 1 ou O selon que k=1 ou k >1.

Dans la démonstration nous pouvons donc SunpPoO—
ser que K,+...+k,>1 et que le théorime a été;ﬂéjé
démontré, si 1l'on remplace X, +...+k, par un plus
petit entier positif. Puisque A, est un opérateur
differentiel d‘'ordre k, on peut écrire
Ak{k1,...,kr}comme une soumne de termes de la forme
qm,”qmﬁ,oﬁmﬁu”ﬂ%=g+“u&;k.Dmc'

(10) A {k, ,...,k,}= Zc{m“...,mq}.

Si l'on applique l'opérateur Amy ,...4 4 ceite

m
relation, la contribution du terme c{m1,.?.,mq}est
égale & ¢ d'aprés notre hypothése d'induction, tan-
dis que la contribution des autrecs termes s'annule.
Par conséquant le coefficient ¢ figurant dans le
membre de droite de (10) est égal a

A + B, By flygeeeskin}y

1

done. d'aprés la loi commutative égal a

R e T

Dtaprés le raisomnement donné ci-dessus, ce résultat
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est égal & 1, si les systeues (k. ,...,k,.) et
(m‘,...,mq,k) sont lcs mémes, peut-&tre a l'ordre
prés tandis que ce résultat s'annule dans tous les
autres cas. Par conséquent tous les terues figurant
dans le membre de droite de (10) s'annulent, si k

ne figure pas dans le systeme k 6 ,...;k Si par

po
contre k figure dans ce syétéme, le¢ menbre de droite
de (10) est composé d'un scul terme {mﬁ..,mq}, ol
q=r-1; on obtient ce systéme m,,...,my en sup-
primant le nombre k dans le systéme {kq,... kp}.
Ainsi le théorime 1 e¢st démontré. Avant dc passer

a2 la démonstration du théorime d‘'isomorphie, nous
donnons d'abord quclques applications du théoréme 1.

La théoric généralc donne

Zizfzzz p1aia§+ pzai+ p3a3a3+‘pqa1a2a3+

(11) + Py + péaﬁa,{_-k P,8,3,* Dga,as+
+ poa,.

Le mcmbre de droite contient tous les termes de
poids 6, cxcpté les termes cn a® et en aja2 qui
ne pecuvent pas fagurer, puisque le dévelonvement de
(Zz,)6 ct de (221)422122 fournit les dermes
z$ ot zfz2 qui ne figurent pas dans le mcibre de
gauche. En dévclonpant.p, (3 z,) (3 z,2,) nous
obtenons le terme p1zﬁzzo d*ou il suit que p, =1.
Je me posc maintenant la question: est—-il possible
de détermipcr les autres cocfficients p,,...,Dq
d'unc maniere facile? 0 -

D'aprés 1lc théorime 1 1'opératenr suporimant 1,
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apHliqué au membre de gouche de (11) le rend iden— .
ticuement nul; d'ou il suit

) 3 _ 2 : 2
(20, + p,)a, a,+ (2p, + 3p,+ pq)a1 ai+ (3p,+ p,* plal a,
+ (pq+ 2p, + p7)a2a5+ (2p,+ D vgla,a,+

+ (pg+ Py las-

7+

Cette expression s'annule pour chaque choix des
nombres a,,...,as, donc

2p,+ Py= 0; 2p,+ 3p,+ p,= 035 30,+ P, + Pe= O3

D+ 2ps+ py= 05 2pg+ P,+ Pg= O3 pg+ Ps= O.

Ces relations linéaires ne 'permettent pas de cal-

culer les coefficients D, 4..-4D9 > mais nous trou-

vons de nouvelles relations au moyen d‘'autres oné-
rateurs. Le théoréme d'isomorphie transforme '

Sz2= al- 3a,a,+ 3a,
en

r 3

[3]= Al- 34,8,+ 345, .
Cet opérateur appliqué & 2 z: z2 donne le méme résul-
cat que 3A,, puisque A,( = z;23)=0
On trouve ainsis
(o, + *6)8‘ + (p,+ p,+ Dgla,a,+ (2ps+ pylaz= 0
Continuant ainsi on obtient assez de relations né-—
cessaires pour l'évaluation des coefficients

]?2 9 v ey p? .
Si l'on veut déduire le Tormule pour

3 .
2 22,2,2, de la relation

35 & = 5% _ o =
2 232,8,= a,2,~ 22,33~ &, s 4

Ly

.t
4
\

3=



il suffit d'apoliquer l'opdrateur suoonrimdnt 1 &
(12) =g = q.a%a,+ q.a,a,+ q,a,a,+ Q. 8.3
L By%,25%4= Q 8,8, F Q238,47 Q38,857 (L4865

le membre de droite ne contient pas le terme en a$,
6

puisque le dévelopvpewment (3 z,) donne entre

autres un terme z$ qui ne figure pas dans le membre

de gauche et d'une maniére analogue on trouve qu'au-
4 2 _2 3. . -3 . 2

cun des termes en aa,, a,a;, 2,85, 8y, 8,3,3,3, a3

ne peut figurer dans le membre de droite de (12).

En appliquant & (12) l'opérateur A, on trouve
ala,— 2a3,8,- a,8,+ 58, 2 2.2,8,= A, 2% 3,%384=
= g,aj8;+ Q8,8+ (2q,+ Q,+ q3)a,a,+ (q3+ q4)35
d'ou il suit

a,= 1 5 q,= =25 q,= -1 et q,= 6.

De la définition de l'opérateur a il découle

immédiatement que
A, (FG) = FA (G) + GA,(F),

ol F et G désignent deum fonctions entidres ration-
nelles de a ,...,a, et de sommes simples. De ce
résultat il suit que, si F est une fonction entiére
rationnelle de sommes simples dont aucun ne con-
tient dans son syteme d'exposants le nombre 1, on
a .A.1(F)= 0.

Par exemple on peut écrire

S ZEP + ((Z2P - (54)(3a2) + 32

comme une fonction entidre rationnelle de a,, 2, ,...
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de la forme

6 4 3 ‘2 2 2
el + Warayt waiagt wee et ugaia,+ ue,a,a,t
3
+ W28, + Ugar+ Uga,8, + U8

Lfopérateur A, rend cette exvression identiqueient
nulle, et nous obtenons 7 relations linéaires entre
les coefficients U, ye.. U,

On peut appliquer ces ovérateurs & la découverte
G'identités, et par exemple je traitérai less for-
mules connues de Newton gqui peuvent &tre obtenués
au moyen de 1l'opérateur A.. Puisque Z.,...,Z, Sa-
tisfont & 1'équation

on trouve par addition

(13) 227 - 2,2 27 ' +...+ ma,=0

en vertu de
A ap=ay, (h=1,...,m)

on obtient

A (ahEZf= 122 si t#£ 1
=2, , S zt +a, si t=1
Par conséquan‘c A, transforme (13) en
+ 227 a2 B ceetBm oz 7, + (m=1)a, ,=0.

En anonliquant dc nouvecau l'onérateur supprimant 1
nous trouvons - - '
ZzM™a, = 21m-3 e -2 MDAy 0 =0.

Continuant ainsi nous obtenons pour h=1,...,n-1
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les formules de Newton

h by e
Sz -a, Z 2T R LT apn 2 %+

1.
+ (m~h)a, _p=0.

Dans le théoréme d'isomorphie interviennent des
somines simples {k,,...,l{,.}9 dont le nombre des

R Vd - \ m! [ 3
termes est égal a 17 s Jul (m-r)t?

dans cette

formule j, ,..,J, ont la signification indiquée
ci-dessus. J'appelle le produit {kj,...,kryé

= 3,0 ee 3yt _{ik,,...,kr}une somme compléte.
Cette sommne peut &tre écrite sous la forme

S 2N ... zke

< x, xp !
étendue & tous les systémes (x,,...,%x,) formés nar
entiers »nositifs différents, tousgm. En effet, ces
deux so.iles symltriques contiennent les mémes ter-—
mes et de c?acune d'elles lc nouwbre des ternes est
F Y .

cgal aGE:g%—r .

S1 h est un entier positif quclcongue il est
imnédietement clair qu'on peut fcrire le vroduit
{h}{k1,...,kr}*comme une sommc de r+1 soumes
complétes; la premidre de ces soumes est égale &
{n, k1,...,kr}*, la deuxitme &zale 2
{k1+h3k2,...,kp}*, et finalement lo dernidre
dgale 2 {k, ,...,k.+ n}".

Donc,
(14)  {n}{k, ..o ko)

X =S, + S, +...+5..
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Je ¢is que cetue relation reste valable si 1'on
remolace toute soiwie compliéte nar 1'oolratecur dif-
fércentiel corrcspondant. Dans cette substitution on
rcecaplace Lo sorme compléte {k1,..qk;y*par
1topérateur

sl m
s LIRS Xl o= = >
Jae eeedy: Lk 4.0kl = ees £ A, e
1 L L 1 ? ’ r /(-(1'_'](1 /(a(rzkp At

~r
T S V. S
Khp K aaﬂ'. . 'aa,“r-
Cette substitution transformc le mcmbre de gauche
d§1(14) en o
r
S auh N - W Sy W AN
Proee 8k, ke T T e, - - - DRty

On peut gerirc cet ondrateur comnc unc somme de
r + 1 opérateurs. Lo promicr Ac ces opératours est

’ by

:gal a
m m g
2 Z : L Quh Qegk, st
sMeh =k fMr=Kp

donc exactcment fgal & 1'opérateur corrcspondant
a la sounc compllte Soz{h,k,,...,k,}. On obtient
lc deuxicme ooéroteur cn appliquant 1topdératcur
ﬁér- au factecur a, x -Le résultat de ce dernicr

ovérateur cst &gal 2 1, sicq=x¢ ¥ k, et



gal & zéro dans tous les autres cas. Par consécuent

[h

é
l'opérateur en question est égal a

i} niy m '
=_ = cee 2 Baokelh ° T ‘a,u,.-'k,.
A=k +h )=k, A=K ) !

af‘
EVN MR E S

denc exactement ézal 3 1l'opérateur corresvpondant 2

la somme compléte
S, ={k+ hky,...,kr}.

De la méme maniére on trouve encore r-1 autres.
opérateurs éorr_e‘s_pondanﬁ resohectivement & S,y ...y 0pm-

J'écrirai le rgsultat obtenu sous une autre Ior-
ne, savoir:s
On peut écrire le produit {h}{l, ,... ,k,.} coime une
somte de sommes simples et ltidentité trouvée einsi
reste valable si 1l'on remplace chague soumme simple
par l'opérateur differenticl correspondant. ‘

By répdtant ce raisornnement, on obtient: On peut

erire le produit {k} {lk,}...{ks}" {k .. ,k,.}

comne unc somme de sommes siuples et l'identité
trouvée ainsil reste valable =i 1l'on remplace toute
somme simple par 1'onératveur différenticl corres—
pondent. Puisque toute somuie siwmple neut &tre Serite
forne

ey

cosrle unce sowme de vroduits de .l
k, k ...kg nous avons déuontré:

On »eut éerire le produit de deux sommcs simoles
come unc so e de sommes simples et l'identisé

trouvée cinsi reste velable si l'on reaplece chague
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somme simvnle por l'onérateur différentiel correé—
vondant.

En répétant ce raisonnement on trouve le méme
résultat pour un oHroduit de trois ou plusieurs
somines simnles, ¢'ou résulte le résultat suivant:

Si F est une fonction entiére rationnelle de som-

mes simples; l'identité trouvée ainsi, reste vala-
ble si l'on remvlace toute souwwe simple par 1l'oné-
rateur différentiel correspondant.

(ensidérons finaleiient une fonction entiére ra-
tionnelle T = 0, qgui contient les nombres a,,..;a,
et des sommnes simples., Parceque 2,,...,5, sont aussi
des sommes simvles, T est une fonction enviére ra-
tionnelle de so.mes simples. D'anrés le résultat
i-médiatement précédint 1o forimle F = 0 reste va-
lable, si l'on remplace toute sowme simple par 1l'o-
pérateur différentiel correspondant. Daiis cette
substitution on remplace la soume simple a, par
1l'opérateur correspondant A, , de sorte que le thé-

oréme d'isomorphie est démoniré.






